théoréme. Soit f € C"(R,C), n > 2 pour k € {0,...,n} on note My = sup||f*) (z)||. On suppose M et M,
finis. ALors

1. My est fini

2. My <+2MyM,

k(n—k) 1—k

k
3. My <277 M, "My

Démonstration. 1. pour tout l € {0,...,n — 1} par Taylor-Lagrange on a :

l’l’L*l ZnM
_ _I1f! _ _ (n—1) n
)= 1) =170 = e )| < T
n1 in
/ (n—1) _ _ < n
1@ ot oy )| e 0 - )] <
mt n"M,
/ (n—1) < n
‘lf (x)+...+<n_1>!f (x)| <2My + o
En posant X (x) le vecteur de C"~1 de composantes f(,:!(x),
1 1 1
A 2 22 on—1
n—-1 (n-12 .. (n—1)"!
On a pour tout z, ||AX (z)||ee < K := 2My + Y= On définit || - || : M € My _1(C) — supllytll=.
z#0 ha

Comme A est de Vandermonde on a det(A) # 0 et donc
1AM AX (2)|oo < [[A7H]| K
|AT AX ()] |0 < [|ATYIK
X (@)l < [|ATYIK

D’ou la majoration des My,

2. Encore par Taylor Lagrange on a pour x € R, h >0

£+ ) — f(@) = hf (@) < P20
et I 2M2
[fl@—h) = f(@) + hf (@) < —
d’ot
|f(@+h) — f(z —h) — 2hf'(z)| < h2M,
2h|f'(2)] = |f(z +h) = f(zx = h)| < h*M,
20| f'(z)| < h®My + 2M,
7)< 25 4 B
Le membre de droite est minimal en /21 d’ot
|f'(z)] < VMM, VMM, 2Mo Mo

2 2

et donc



8. Par récurrence forte sur n. Pour n =2, k =1 le résultat est prouvé en 2. Pour k =0 et k =n c’est
évident. Supposons le résultat vrai au rang m et soit f € C™ L. Pour j € {1,...,m} en applicant le cas
n=2k=1afU"Y ona M]2 < 2M;_1Mjy1. Par hypothése de récurrence appliqué an = j, k=j—1
On a

j—1 1 -1
My <277 My M’
de méme pour n =m+1—j, k=1 sur la fonction f9) On a

m—j

M <27z

m—j 1
m+i—j mEi—j
MM

d’onu

9 my1 . L QJF% —i
J J m —J m —J

Mj <272 My Mj Mm+1

) il vient

. \ . j 1—j
en élenvant a la puissance J(m+1-j)
m—+1

2(jm+j—52)

1——J 1. i
My "t M, M
0

J(m+1—4) (] — i
?T < 2.7( ,-;1 i) ‘
= 7 m—+1

J
j(m+1-3) 1

__J _J
—_— m—+1 m—+1
M; <27 M, M

Ce qui achéve la récurrence.



